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Résumé. Le but de cet étude est de présenter quelques comportements asymptotiques 
concernant les cocycles d'évolution dans des espaces de Banach, comme, par exemple, la 
décroissance exponentielle, l'instabilité, l'instabilité exponentielle et l'instabilité intégrale. 
Des relations entre ces propriétés sont aussi démontrées. Deux théorèmes de type Datko 
sont énoncés et démontrés comme résultats principaux. En même temps un outil d'étude 
non uniforme est fourni. 

Mathematics Subject Classification: 93D20 

Mots-clefs: cocycle d'évolution fortement mesurable, décroissance exponentielle, insta- 
bilité exponentielle, instabilité intégrale 

Abstract. The aim of the paper is to présent various asymptotic behaviors of skew- 
evolution semiflows in Banach spaces, as exponential decay, instability, exponential in- 
stability and intégral instability. Relations between thèse asymptotic properties are also 
given. As main results, two Datko type theorems are proved. A unified nonuniform 
approach is provided. 
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1. Introduction 

Dans l'approfondissement de l'étude d'un cas particulier d'un concept de 
cocycle d'évolution introduit dans l'ouvrage [3], concernant les équations 
d'évolution, l'approche par la théorie des opérateurs d'évolution a été es- 
sentielle. La notion s'est montrée plus appropriée dans le cas non uniforme 
des comportements asymptotiques. Des propriétés asymptotiques pour le 
cas particulier de cocycles d'évolution ont été présentées dans l'article [3] et 
aussi dans L'instabilité a été étudiée dans [5] dans le cadre uniforme 
pour des opérateurs d'évolution. Des résultats concernant la stabilité et 
l'instabilité ont été liés à l'étude de la trichotomie dans [S] dans le cas des 
opérateurs d'évolution. 

Quelques caractérisations pour la propriété de stabilité et d'instabilité 
pour les cocycles relatifs aux semiflots ont été présentées dans |2J. En 
général, dans ce cas là, aborder le problème du point de vue des semigroupes 
d'opérateurs a joué un rôle important. 

Nous envisageons de présenter dans cet article de nouvelles définitions 
pour les notions de semiflot d'évolution et de cocycle d'évolution, ainsi que 
la propriété d'instabilité exponentielle, traitée dans le cas non uniforme. 
Nous faisons la remarque que l'approche est différente de la caractérisation 
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de ce comportement asymptotique faite dans [3], où dans la définition d'un 
cocycle d'évolution nous avons supposé aussi la croissance exponentielle. 
Au contraire, dans l'étude ci-présente on utilise la décroissance exponen- 
tielle et la propriété d'instabilité intégrale. Notre intention est d'étendre 
grâce aux Théorème 14.11 et Théorème 14.21 le résultat classique et bien connu 
contenu dans le Théorème 11 de l'ouvrage [T], concernant le cas de la sta- 
bilité uniforme exponentielle. Nos démonstrations ne sont pas de simples 
généralisations parce que dans notre étude les cocycles d'évolution con- 
sidérés sont d'un type plus général et pas nécessairement fortement conti- 
nus. Le cadre non uniforme est plus général et les résultats obtenus peuvent 
être appliqués pour des caractérisations similaires pour le cas d'opérateurs 
d'évolution. 



On considère un espace métrique X, un espace de Banach V. Soit £>(V) 
l'espace de tous les opérateurs bornés, définis sur V à valeurs dans V. On 
note par ||-|| la norme des vecteurs sur V et des opérateurs sur £>(V). 

Soit T l'ensemble de toutes les paires (t, s) des nombres réels non négatifs 
tels que t > s. On note y = X x V et / l'opérateur identité sur V. 

Définition 2.1 Une application cp : R + x X — > X qui vérifie les propriétés 
(esi) <p(t,t,x) = x, V(t,x) G R+ x X 

(es 2 ) p(t, s, (p(s, t ,x)) = (p(t, t ,x), V(t, s), (s, t ) G T, Vx G X 
est appelée semiflot d'évolution sur X. 

Définition 2.2 Une application $ : T x X — > B(V) qui satisfait les condi- 
tions suivantes 

(eci) $(t,t,x) = I, Vt > 0, Mx G X 

(ec 2 ) t , x) = $(t, s, <p(a, to, x))*(a, t ,x), V(t, s), (s, t ) G T, Vx € X 
s'appelle application cocyclique d'évolution relative au semiflot d'évolution 
iç : R + x X -► Af. 

Définition 2.3 Une application £ : T x y — > 3^ définie par 

(2.1) s,a?,i;) = (<p(t, s,x),$(t, s,x)v), W(t, s,x,v) G T xy 

où $ est une application cocyclique d'évolution relative au semiflot d'évolution 
(p, est appelée cocycle d'évolution sur y. 

Exemple 2.1 Soit l'espace métrique C(R+, M) = {/ : R + — > R | / continue} 
muni de la distance 



2. Notations et définitions 




où 



d n (x,y) = sup \x(t) - y(t)\. 

te[0,n] 

Pour tout n G N* on considère une fonction décroissante 
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On note 

<(t) =x n (t + s), Vt,s > 

et soit X l'adhérence dans C(R+,R) de l'ensemble {i>Éf,seR + }. 
Alors l'application 

<p : T x X — ► X, <p(t, s, x) = xt-s, où X£_ s (t) = x(t — s + r), Vr > 

est un semifiot d'évolution sur A\ 

Si on considère l'espace de Banach V = R p , p > 1 muni de la norme 

\\(vi, ...,v p )\\ = \vi\ + ... + \v p \, 

alors l'application $:Tx^-> £>(V) définie par 

= (e ai ^ x ( T - s ) dT ui,...,e a *-''.' a! ( T - s ) <iT t;p) . 

où on considère (ai, a p ) G M? fixé, est une application cocyclique d'évolution. 
Alors £ = (93, $) est un cocycle d'évolution sur y. 

Définition 2.4 L'application ^ : T x y ^ y définie par 

(2.2) Ç 7 (t,s,x,v) = (^p(t,s,x),e^ ( - t - s) ^( y t,s,x)v),y(t,s) G T,V(x,*u) G 
où 7 G R, est nommée cocycle d'évolution shift sur 3^- 

On va noter par la suite 

e -T(*- s )$(t,s,x)i; = ^(t,s,x)v, (t,s)eT, (x,v)£y, 7 G R. 

Dans cet article on étudie une classe particulière de cocycles d'évolution 
introduits dans la définition suivante. 

Définition 2.5 Un cocycle d'évolution £ = (93, <3?) est nommé fortement 
mesurable si l'application donnée par t — > ||$(£, s,x)u|| est mesurable, pour 
tout (s,x,v) G R+ x 

On note 

T = {f : [0, 00) — > (0, 00) | / fonction décroissante, lim f(t) = 0}. 

Pour approcher la propriété de l'instabilité, on va proposer la classe suiv- 
ante des cocycles d'évolution. 

Définition 2.6 Un cocycle d'évolution Ç = (99, $) est dit avoir décroissance 
exponentielle s'il existe une fonction / G F telle que 

(2.3) ||$(i + i ,*o,a:H| > /(*) ||«|| ,Vt,t > 0,V(x,«) G y. 

Nous avons présenté une définition assez générale. Le résultat suivant 
peut être considéré comme une caractérisation classique pour la propriété 
de décroissance exponentielle. 

Proposition 2.1 Le cocycle d'évolution £ = (</?,<&) a une décroissance 
exponentielle si et seulement s'ils existent des constantes N > 1 et uj > 
telles que 

N ||$(t + i , i , x)u|| > e _a " ||v|| , Vt, t > 0, V(x, u) G y. 
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Démonstration. Nécessité. On considère une fonction / G T . Alors il existe 
[i > tels que f{[i) < 1. De plus, il existe k G N et r G [0, fi) tel que 

t = kfi + r, Vt > 0. 

On obtient les inégalités 

+ t ,t ,x)v\\ > f(r) \\$(kfj, + t ,to,x)v\\ > 

> f(r)f(ji) \mk-l)fi + to,t ,x)v\\ > ... > f(r)f(fi) k \\v\\ 

qui sont vérifiées pour tout t, to > et tout (x, v) G y. 

La définition de la décroissance exponentielle pour £ est alors obtenue si 
on note 

N = — - > 1 et u = ln f{fi) > 0. 

Suffisance. On considère la fonction donnée par f(t) = e~ wt , ce qui achève 
la démonstration. □ 

On va présenter plusieurs catégories de propriétés asymptotiques pour les 
cocycles d'évolution. 

Définition 2.7 Un cocycle d'évolution £ = (ip, <3?) est dit instable s'il existe 
une application iV : [0, oo) — > (1, oo) telle que 

(2.4) N(t) \\<S>(t,t ,x)v\\ > \\v\\ ,V(Mo) G r,V(x,u) G y. 



Définition 2.8 Le cocycle d'évolution Ç = (99, $) est nommé exponentielle- 
ment instable s'il existe une fonction N : [0, 00) — > (l,oo) et une constante 
z> > avec la propriété 

(2.5) iV(t)e -,/ (*- a > ||$(t, t , ar)u|| > t , ar)u|| , 
pour tout (t, s), (s, to) G T et tout (x, v) G y. 

Exemple 2.2 On considère X = R + et V = R. Nous définissons l'application 
<3? : T x R + — > B(M) par 

$(t,s,x)t» = fe t - s - 2 * sin 5' +2ssin 5 s , (t,a,a:,«) GT xl + x M, 

qui est une application cocyclique d'évolution. 

Alors Ç = (99, <3?) est un cocycle d'évolution sur y = R + x R pour tout 
semiflot d'évolution (p : T x R + — > R + , exponentiellement instable avec 
jV(i) = e u et 1/ = 3. 

Définition 2.9 Le cocycle d'évolution £ = (<£>, <&) est appelé intégralement 
instable s'il est fortement mesurable et s'il existe M : [0, 00) — » [1, 00) telle 
que la relation suivante est vérifiée 

(2.6) ! \\${T,t ,x)v\\dT < M{t) \\<è(t,t ,x)v\\ , 
Jo 

pour tout (t, to) G T et tout (x, v) G y. 
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3. CARACTÉRISATIONS DE L'INSTABILITÉ EXPONENTIELLE 



Remarque 3.1 Analogue au cas uniforme présenté dans un cocycle 
d'évolution exponentiellement instable est instable et possède la propriété 
de décroissance exponentielle. 

D'autres connections qu'on peut établir entre les propriétés asymptotiques 
présentées dans Définition 12.51 Définition 12.61 Définition 12.71 Définition 12.81 
et Définition 12.91 sont données par les propositions suivantes. 

Proposition 3.1 Un cocycle d'évolution intégralement instable £ = (<p, <&) 
ayant la propriété de décroissance exponentielle est instable. 

Démonstration. On considère une fonction / G T donnée comme dans la 
Définition EjJJ 

1 

Ensuite on va noter K = j f{r)dr. 

o 

On obtient successivement 

l to+l 

IMI = j f( T ) IMI dr = J f(u — to) \\v || du < 
o t 

t 

< j t Q , x)v\\ du < M(t) \\$(t,t ,x)v\\ 
o 

pour tout t > to + 1 > to > et tout (x, v) G 3^, l'existence de la fonction 
M : [0, oo) — > [1, oo) étant assurée par la Définition 12.91 
Maintenant, si t G [to, to + 1), on a pour tout (x, v) G y 

||*(Mo,a>|| > f(t-t )\\v\\ >/(l)||«||. 

Alors, si on définit 

N(t) = [/(l)]^ 1 + K~ l M{t), Vt > 0, 

on obtient la conclusion. □ 

Une caractérisation intéressante pour l'instabilité exponentielle est présentée 
en faisant appel à la Définition! 



Proposition 3.2 Soit!; = (<p, $) un cocycle d'évolution fortement mesurable 
ayant décroissance exponentielle. Alors £ est exponentiellement instable si 
et seulement s'il existe une constante a > telle que le cocycle d'évolution 
shift Ç a = (y?, $ a ) soit intégralement instable. 

Démonstration. Nécessité. On définit 

v 

a= 2 >0 ' 

où l'existence de v est assurée par l'hypothèse et la Définition 12.81 ce qui 
nous permet d'obtenir les relations suivantes 

! ||$ a (s, t , x)v\\ ds= I e' a{s ' to) ||$(s, t , x)v\\ ds < 
Jo Jo 
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< N(t) I e~ a( - s - to) ||$(t,i ,a;)v|| e~ v ^ds < a~ l N(t) \\$ a (t,to,x)v\\ , 



pour tout (t, tç,) G T et tout (x, v) G y. 

Donc, l'instabilité intégrale pour le cocycle d'évolution shift est prouvée. 
Suffisance. On note 

1 



K = j e- au f(u)du, 



o 

où la fonction / G T satisfait la relation (j2.3jl . 
On obtient successivement 
rt +l 

K\\v\\= / e-^ T -^ f{r -t )\\^{t ,t ,x)v\\dT < 

Jto 

fto + 1 

< / e - a{T - to) \\<S>(T,t ,x)v\\dT < M(t) \\$ a (t,to,x)v\\ = 

Jto 

= M(t)e- a{t - to) ||$(i,* 0} x)v|| 

pour tout (t, tç,) G T et tout (x, v) G y. 

Alors £ est exponentiellement instable. □ 

4. généralisations du théorème de datko dans le cas de 
l'instabilité exponentielle 

Dans cette partie nous allons démontrer deux caractérisations pour la 
propriété d'instabilité exponentielle dans le cas non uniforme. Le premier 
théorème implique l'instabilité ainsi que de l'instabilité intégrale. 

Théorème 4.1 Un cocycle d'évolution fortement continu £ est exponen- 
tiellement instable si et seulement s'il est instable et intégralement instable. 

Démonstration. Nécessité. Si £ = ((p, 3>) est exponentiellement instable, 
alors, par la Remarque 13.14 £ est aussi instable. 
Il existe ./V : (0, oo) — > (0, oo) et v > tels que 

rt 

e~ uit - T) dT < 



[ ||$(t, t , x)v\\ dr < N(t) t , x)v\\ [ 
Jo Jo 



< v~ l N(t) \\<$>(t,t Q ,x)v\\ 

pour tout t > tç, > et tout (x, v) G y, et alors la propriété de l'instabilité 
intégrale est prouvée. 

Suffisance. L'instabilité de £ implique la décroissance exponentielle et 
ensuite, l'existence d'une fonction / G T telle que, pour tout (x, v) G y, on 
peut écrire 

||$(s,to,a;)u|] < -T7— — r \\$(u,to, x)v\\ , Vt > u > s > t > 0. 
f{u - s) 

D'après les propriétés de la fonction / on obtient 

1 

W) 



i r* ~ 

(t - to) \\v II < --- / \\$(u,to,x)v\\du < M(t)\\$(t,to,x)v\\ , 



to 
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pour tout (i, to) & T et tout (x, v) € y, où on a noté 

l'existence de la fonction M : [0, oo) — > [1, oo) étant assurée par l'hypothèse 
et par la Définition 12. 91 

Alors, on a prouvé l'instabilité exponentielle de £. □ 

Une autre caractérisation pour la propriété de l'instabilité exponentielle 
d'un cocycle d'évolution est obtenue à l'aide de la décroissance exponentielle 
et de l'instabilité intégrale. 



Théorème 4.2 Un cocycle d'évolution fortement mesurable £ est exponen- 
tiellement instable si et seulement s'il est exponentiellement décroissant et 
intégralement instable. 

Démonstration. Nous allons démontrer premièrement qu'un cocycle d'évolution 
ayant une décroissance exponentielle est instable s'il existe une application 
M : [0, oo) -> (1, oo) telle que 

M{t) \\<è(t,to,x)v\\ > \\$(s,t ,x)v\\ , Vt > s + 1 > s > t > 0,V(x,u) € Y. 

On va considérer une fonction g donnée comme dans la Définition 12.61 
Alors il existe À > 1 tel que g(X) < 1. Soit s > 0. Pour tout t S [s, s + 1), 
par le même résultat, on obtient les inégalités suivantes 

\\$(t,to,x)v\\ > g(t - s) \\$(s,t ,x)v\\ > g(X) \\$(s,t ,x)v\\ . 

Alors, si on note 

N(t) =g(X)- 1 +M(t),t >0, 

la propriété d'instabilité de Ç vient d'être démontrée. 

Soit une fonction / € T donnée comme dans la Définition 12.61 

On obtient successivement pour tout t > to + 1 > *o ^ et tout (x, v) € y 

rl rto + l 

\\$(t ,to,x)v\\ f(r)dr= f(u - t ) \\$(t ,t , x)v\\ du < 

JO Jt 

rto+l rt 
< / \\<&(u,t ,x)v\\du < / \\$(u, t , x)v\\ du < M(t) \\${t,to,x)v\\ . 
Jto Jta 

Alors, par le Théorème 14. 1^ l'instabilité exponentielle de £ est démontrée. 

□ 

On va conclure l'étude de l'instabilité d'un cocycle d'évolution dans le cas 
non uniforme par le corollaire suivant. 

Corollaire 4.1 Pour un cocycle d'évolution intégralement instable, les 
propriétés de décroissance exponentielle, d'instabilité et d'instabilité expo- 
nentielle sont équivalentes. 



Démonstration. Le résultat est obtenu en faisant appel à la Remarque 13.11 
et aux Théorèmes 14.11 et 14.21 □ 
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